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EINLEITUNG 
Im Folgenden soll ffir einige positive Operatoren die Existenz eines Eigenwertes und einer Eigen- 
funktion bewiesen werden. Diese Operatoren A >0 sind zwar nicht positiv-definit, haben aber die 
Eigenschaft: FOr jede Funktion die auf dem Definitionsbereich positivist d.h. f(x) >-0 ffir alle xe L 
gilt (Af)(x)>-0 (siehe die analoge Definition bei Matrizen!). 
§ 1. EIN THEOREM UBER POSITIVE, LINEARE OPERATOREN 
Sei a = [0; al, a2, a3,...] die Kettenbruchentwicklung einer Zahl ff 6 [0, 1] und 
mn(x ) das (Lebesgue'sche-)MaB der Menge aller c~ mit 
rn+l(O0 = [0; an+l,an+ 2 . . . .  ] <_x, 
wobei 0<_x_< 1 ist. Dann gilt die Formel: 
mn + 1 (x) = F. (mn(1/k) - mn(1/(k + x))) = (S. m~)(x), 
k=l  
wobei S der stetige, lineare Operator 
co  
(1) s(~o)= E {~oO/k)-~o(1/(k+x))} 
k=l  
ist, sodaB man fiir ~o'(x)=f(x) den GauB-Kuzmin-Operator 
co 
(2) G(f)= • 1/ (k+x)2 . f (1 / (k+x) )  
k=l  
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erhfilt. In [4], [5] wurde als Verallgemeinerung des Frobenius-Satzes fiber 
positive Matrizen (siehe Perron [3]) der folgende Satz bewiesen. 
THEOREM 1. Sei X der Raum der stetigen, reell-wertigen Funktionen fiber 
einer kompakten Menge Iund  II II die Supremums-Norm. Es seien B : X~X 
und F:  X~IR stetiger, linearer Operator bzw. Funktional, sodal3 
B>F>O (d.h. positiv). 
Gibt es eine Funktion q~ ~ X, ~ => 0 ffir alle x e I und Zahlen s, t ~ ~ ffir welche 
s.q)<_B(¢)<=t.O, mit O<s<=t (3) 
sowie 
(4) F(OO) > (V) .  IIB(O)] I
gilt, dann hat B eine Eigenfunktion q~(x) zum (einfachen) Eigenwert 2 ~ [s, t] 
und es gibt ein beschr~inktes, lineares Funktional c( f )~ ~, sodal3 ffir jede 
Funktion f~ X gilt 
(5) 
mit 
B'( f )  = c(f). ~', ~(x) + O(u" llflI), 
u= ~ F(~) 
If ~ll" 
Weiters ist q~(x) __> 0~(x). 
Zuerst soll der zu G (siehe (2)!) analoge positive, lineare und stetige Operator 
~- , / 1 \  dy 
(6) T( f )= J f{----:--J 
\ y  + x / " (y + x) ~ 
betrachtet werden. Es soil dabei 0_<x__< 1d.h. I=  [0, 1] sein und es ist T= stetig, 
weil I1TII _--< 1 ist (denn es ist 
1/(1 +x) 
II Tfll <= sup I IJf[r dt = Ilfll), 
0 
sowie linear und 
1/(1 +x) 
(7) T( f )= ~ f(t)dt, 
0 
sodal3 ffir f(x) >= 0 gilt 
1/2 
(8) T(f)>= ~ f(t )dt=F(f) .  
0 
Ffir die Funktion O(x)= 1/(1 q-X) 2 •X erh~ilt man daher nach (7) und (8) 
(9) T(q~) = 01 (x) = 1/(2 + x), sodal] II ~i II = 1/2 ist 
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und 01 (x)lO(x) = (1 + x)2/(2 + x)= monoton wachsend im Intervall I = [0, 1] d.h. 
(10) 1/2.0(x)  < 01(x) < 4/3.0(x) ,  
also t = 4/3, sowie s = 1/2. Damit ist die Bedingung (4) 
F(0) = 1/3 > (1 - s / t ) t l  0~ II = 5/16 
erftillt und durch Theorem 1 die Existenz einer Eigenfunktion q~(x) gegeben. 
Betrachtet man nun die Funkt ion O(x)=l / (2+x)  2 mit einem 2=>0, so hat 
T(0) = 01 = 1/2(2 + 2x+ 1) und wegen 0 <x_< 1: 
1 1 
F(O) 2(22 + 1)' I101 If = 2(2 + 1)" 
Die Funktion 
(2 + x) 2 
O~(x)/O(x) = 
2(2 +2x+ 1) 
ist aber monoton fallend (in x) ftir alle 2 mit 22_>32+2, bzw. monoton 
wachsend ftir 22 _< 22 + 2, sodaB 
(2 + 1)2 2 
- - .  < x < 1) '0(x) (11) 2(22+1)  0(X)=01(  )=(2+ 
wird bzw. 
2 (2 + 1)2 
(12) --'O(x)<=OI(X)<--_ - - 'O(x ) .  
(2 + 1) 2(22 + 1) 
Aus (11) folgt, wegen 
(2 + 1)2 2 
s= und l=  
2(22 + 1) 2 + 1' 
(1 -s / t ) lb01 tl (23 -222-32-  1) 1 
- 23(2 + 1)(22 + 1) <F(0)  2(22 + 1)' 
da 23 - 222 - 32 - 1 < 23 + 22 ffir alle 2 > 0. Fiir 2 ~ oo folgt, dab der Eigenwert/1 
in [1/2, 1] liegt. Analog ist fiir 22__<22+2 aus (12): 
(1 -s/t)II 01 II - (222 + 32 + 1 - 2 3) 
2(2 + 1) 4 
1 <F(0)  
2(22 + 1)' 
solange (2 + 1) 4 - (22 + 1)(222 + 32 + 1 - 23) = 2(323 - 2 + (2 - 1) 2) > 0 ist; also 
etwa 2 => 3 2x/2~. Fiir 22= 22 + 2 d.h. 2 = 1 + ~ folgt, dab 
13_ 1 
ist. Ftir eine beliebige stetige Eigenfunktion ~(x) von T gilt: Sei M=maxxe I 
I ~(x) t, dannist  wegen ~(x) - -~.  T(~) auch 
t/(l +x) 
j~(x)l  _-< I~IM" ~ dt<= 1/21 .M, 
0 
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also M__< [p ]M ein Widerspruch ffir alle ]p[ < 1. Damit gilt ffir die Eigenwerte 
f~l  = <1.  
Damit ist der Satz bewiesen. 
THEOREM 2. Der lineare, stetige Operator T in (6) bzw. (7) hat eine im 
Intervall [0, 1] stetige Eigenfunktion ~(x) zum Eigenwert ~ e [0"732, 0"789]. 
§ 2. EINE VERALLGEMEINERUNG 
Im Folgenden soil statt (7) allgemeiner 
l /(a + x) 
(13) (Taf)(x) = J 
0 
f(t)dt, mit a_>l und O_<x___l 
d.h. ffir stetige Funktionen auf [0, 1] betrachtet werden. Es ist ffir f(x)_>O 
1/(1 +a) 
(14) Ta(f)>= ~ f(t)dt=F(f).  
0 
Ffir die Funktion 
1 
¢(x)  = - -  
(2 + x)  z 
erh/ilt man 
sowie 
1 
F(~)  - 
,;t(a), + 2 + 1)' 
1 
Ta(~)  = ~1 - 
),(a2 + 2x+ 1) 
Nun ist aber 
(2 + x)  2 
~(x) /cb(x )  - 
2(a), + 2x+ 1) 
monoton fallend ffir 22> (2a + 1)2 + 2 und monoton wachsend ffir )2_<2a2 + 2, 
daher im ersten Falle 
(15) 
sowie 
()' + 1) 2 )' 
),(a2 + 2 + 1) cP(x)<=Ol(x)<=(a2+ I) O(x), 
)` O' + 1) 2 
(16) - -  O(x) =< 01 (x) =< O(x), 
(a2+ 1) )`(a;L +), + 1) 
im zweiten Falle. Wegen 
1 
Jl ~, Ir ),(aA + 1) 
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erh~ilt man aus (15): 
(1 - s/t). [I ¢1 It - (3.3 - 2a22  - (a  + 2)2  -1  <F(¢)  - 1 
23(a). + 1)(a)~ + 2 + 1) ) 2(a)~ + )t + 1)' 
da a23 +)2  > 23 _ 2a) 2 _ (a + 2)2 - 1 ftir alle a_> 1 und 2 > 0. Genauso 
aus (16): 
(1 - s / t ) ] l¢  1 I1 (2a2a+(a+2)~+ 1 - ; t  3) 
= J.(a)~ + 1)2(J. + 1) 2 <F(¢)  
ftir (a2+a+ 1))~4 +)~ 3- (a+ 1))L2-): >0  oder d.h. etwa 
.~3/1 + ((a + 1)/2) 2 > 
- N /  1 +a+a 2 
Ftir 2 = a + 4-D mit D = a 2 + 2 hat man den Satz. 
folgt 
THEOREM 3. Der in (13) definierte lineare, stetige Operator  T a hat ffir a >_ 1 
einen Eigenwert p im Intervall 
I ' fD -  a' (2aJ - 2a2 + a + 2) + ( l + 2a-  2 
wobei D = a 2 + 2 ist. 
Ffir eine stetige Eigenfunkt ion ~(x) erhfilt man,  wenn M= maxxe to, 11 ] q~(x) ]
ist: 
/(a + x) M 
I~(x) I=<lu]  J Mat<lp l . - - ,  
0 a 
also einen Widerspruch ffir ]Pl <a  d.h. [2] ___a ffir die Eigenwerte yon Ta. Aus 
1/(a + x) 
;.. ~(x) = I q~( t )dt 
0 
folgt ftir x= 1/y mit y - '0 :  
(1 )  y/(I+ay, 
2~b = ~ q~(t)dt~ qs(O)y 
0 (1 +ay)' 
also 
q,(o) 
2q~(x) - - - - -  
(x + a) 
ftir x -~ oo. 
§ 3. EIN INTEGRAL MIT ENDLICHEM INTEGRATIONSINTERVALL 
Wir wollen in diesem Paragraphen fiJr gentigend grol3es N ( _> 2) den linearen, 
stetigen Operator  
(17) T( f )  = ~f (  1 x ] dy 1/,i+x~ • - J f (z)dz ~l \y  + x /  (y  -~- X) 2 1/(N+ x) 
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betrachten, der ffir stetige Funktionen f auf dem Intervall [0, 1] erkl~irt ist 
Wegen N__>2 ist ffir f(x) =>0 
1/2 
(17a) T(f)>= ~ f(z)dz=F(f)>_O 
1/N 
und ffir 
wird 
1 ~= 
(1 +X) 2 
_[___] J/~ +x) 
T(~0) = 01 = 
[ l+t J  1/(N+x) 
Daher ist 
(N -  1) 
II q~l It = (N+ 1)2' 
sowie 
(N-  1) 
R ° 
(2 + x)(N + x + 1) 
(N-2)  
F(0) - - _>0.  
3(N+ 1) -  
Nun ist aber 
(1 +X) 2 
01(x)/gp(x) = (N-  1).(N + x+ 1)(2 +x) - 
monoton wachsend (in x), sodal3 
(17b) (N-  1). 1/2dp(x)<gp~(x)<(N- 1).4/3q~(x). 
(iV+ 1) (N+2) 
Ffir N 2 >7N+ 26 
ist aber 
(N-2)  >(5N+2) . (N-  1) 
3(N+ 1) 8(N+ 1)2(N+ 1)' 
also die Bedingung (4) von Theorem 1 erffillt. Es gilt daher der Satz 
THEOREM 4. Der lineare, stetige Operator T in  Gleichung (17) hat ffir alle 
N>7+_+( ~ 
2 
eine (stetige) Eigenfunktion zum Eigenwert a, der im Intervall 
(N+ 1)' 3(N+ 2)J 
liegt. 
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§ 4. DER OPERATOR T BEI VARIABLEN INTEGRATIONSGRENZEN 
Wir betrachten un die Operatoren, welche in (18) definiert sind und ffir 
b~oo (und a= 1) in die vorher betrachteten fibergehen: 
1/(a+x) 
(18) T( f )= l f(t)dt, 
1/(b+x) 
wobei x aus dem Intervall I=  [0, 1] sei, sowie b>a+ 1 und a_> 1. Dann ist Tein 
stetiger, linearer positiver Operator auf dem Raume der stetigen Funktionen 
fiber I und dieses kompakt, sowie ffir f__> 0 
l/(a+ 1) 
(19) T(f)>_ ~ f(t)dt=F(f)>=O, wegen b>a+ 1. 
1/b 
Ffir die Funktion 
1 ¢ 
(1 +x)  2 
ist 
(b - a) 
¢l(x) = T(O)= 
(b+x+ 1)(a+x+ 1) 
und 
F(¢)  - 
(b -a -  1) 
(b+ 1)(a+ 2) 
Welters 
t1~1t- (b-a) 
(b+ 1)(a+ 1) 
und 
(b - a)- (1 + x)  2 
O~(x) /¢ (x )  = 
(b+x+ 1)(a+x+ 1) 
monoton wachsend, also 
(b -a )  4(b-a )  
• ~(x)<=~(x)<= .~(x) .  
(b+ 1)(a+ 1) (b+2)(a+2) 
Daher wird 
(1 -s/t)It 01 II - (3ab + 2a + 2b)(b - a) 
4(b+ 1)2.(a+ 1) 2 
Setzt man nun b-a -  1 =c (>3), so ist 
c 
F(O) = 
(a + 2 + c)(a + 2) 
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una 
(1 - s / t ) l l~ lP  = 
(3a 2 + 7a + 3ac + 2c + 2)(c + 1). 
4(a+2+c)2.(a+ 1) 2 
ffir 1 lim c/a = y = endlich ist dann 
w~ihrend 
1 
lim a2/o F(O) = 
l+y '  
lim a2/c • (1 - s/t)  II (bl J] = - -  
3+3y 3 
4(1 + ~,)2 4(1 + y)' 
also wegen 
1 3 
l+y  4(1 + y) 
die Bedingung (4) des Theorems 1 ffir alle a>=ao erffillt. Im Falle c /a~ aber ist 
( c )  a2"F((b)= l' lim 1 + ~ c 
w~ihrend 
- -  (1 - s /OH ~1 II = 3 /4  + lim 2(c/a) .  (1/a) lim 1+-~- c 4(l+(c/a)) -3 /4  
ist, sodaB ffir genfigend groi3e a die Bedingung (4) wieder erffillt ist. Damit ist 
bewiesen 
THEOREM 5. Der lineare, stetige Operator T (siehe (18)) besitzt ftir jedes 
b > a + 4 und genfigend groi3e a einen Eigenwert/~, der im Intervall 
b-a  4(b-  a) ] 
(b+ 1)(a+ 1)' (b+2) (a+2) J  
liegt. 
BEISPIEL. Ffir c = 4 d.h. b = a + 5 ist ao = 4v~. 
ANHANG. Allgemeiner l/iBt sich die Existenz einer Eigenfunktion ffir 
1/(I +X) 
To(f)= ~ f(t).Q(t)dt 
0 
d.h. c--*oo. Wenn c= endlich, dann ist ?=0 bei a--*oo, aber a 2. F(O)--'c und 
a2(l _t)lr01,, __ 3(c + 1) 
4 ' 
also c>3. 
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mit  O(t)>__0 beweisen.  Ist etwa 
1 
Q(t) 
(1 + at) ~ 2 '
a>0,  so ergibt ¢--- 1 
1 
To(0) = ¢1 = 
1 +x+oe 
Es ist aber  
G(f )  --> 
I /2 
J f(t)o(t)dt = F~(f). 
0 
Da abet  
1 
F°(¢)  = 2 + a '  
sowie 
1 
I1¢111 t+c~ 
und ¢l(x)/(a(x)= monoton  fa l lend d.h. 
1 1 
- -¢_<__¢l(x)__< O 
2 + a 1 + 
ist, ist also 
1 1 
(1 - s /O  II ~1 II - (1 + a)(2 + a) <F~(0)  = --'2+c~ 
Somit  existiert ein E igenwert  
I 1 , 11  
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